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问题

◼ 使用冒泡排序法对 5,4,3,2,1 进行从小到大排
序，需要进行___次交换

◼ 1) 9

◼ 2) 10

◼ 3) 11

◼ 4) 15



思考题

◼ 翻煎饼问题(Pancake Sorting)

一名厨师做了一叠
大小不同的煎饼，
他要不断从上面取
几个煎饼进行翻面
。假设一共有𝑛张煎
饼，厨师需要翻动
多少次才能把煎饼
按从小到大排好？



翻煎饼问题

◼ 2, 1, 4, 5, 3

◼ 5, 4, 1, 2, 3

◼ 3, 2, 1, 4, 5

◼ 1, 2, 3, 4, 5

worst case: 2𝑛 − 3

1, 3, 2

2, 4, 3, 1               

3, 1, 5, 4, 2               

4, 2, 6, 5, 1, 3               

………………...



christos papadimitriou

Bill Gates

2009:
18

11
𝑛 + 𝑂(1). 能否继续改进？



前情回顾

◼ 单因素优选法

◼ 冒泡排序

◼ 归并排序

◼ 快速排序

◼ 复杂度：渐进分析



小o，大O记号

◼ 冒泡排序
◼ 运行时间 𝑂(𝑛2)

◼ 快速排序
◼ 平均运行时间 𝑂(𝑛 log 𝑛)

◼ 是𝑜(𝑛2)



小o大O记号

◼ 𝑓 𝑛 = 𝑜(𝑔 𝑛 ) if lim
𝑛→∞

𝑓 𝑛

𝑔 𝑛
= 0

◼ 1000𝑛 log 𝑛 = 𝑜 𝑛2

◼ 𝑛1000 = 𝑜(2𝑛)

◼ log200 𝑛 = 𝑜(𝑛0.001)

◼ 𝑓 𝑛 = 𝑂(𝑔 𝑛 ) if ∃常数𝑐 > 0,使得
𝑓 𝑛 ≤ 𝑐𝑔(𝑛) 对充分大的𝑛都成立

◼ 1000𝑛 log 𝑛 = 𝑂 𝑛2

◼ 𝟏𝟎𝟏𝟎𝟎𝟎 𝒏 = 𝑶(𝒏)

𝑓 𝑛 𝑛≥1, 𝑔 𝑛 𝑛≥1



𝛀 ⋅ , Θ(⋅)记号

◼ 𝑓 𝑛 = Ω 𝑔 𝑛 if ∃常数𝑐 > 0,使得

𝑓 𝑛 ≥ 𝑐𝑔(𝑛) 对充分大的𝑛都成立

◼ 𝑛2 = Ω(𝑛 log 𝑛)

◼ 0.0001𝑛3 = Ω(𝑛3)

◼ f (n) =Θ(g(n)) iff 𝑓 𝑛 = 𝑂 𝑔 𝑛 ⋀

𝑓 𝑛 = Ω 𝑔 𝑛

◼ 10𝑛2 − 20𝑛 + 45 = Θ 𝑛2

◼ 思考: 2Θ(𝑛) 和 Θ 2𝑛 一样吗？



乘法(1)

◼ 输入：𝑋 = 𝑥𝑛𝑥𝑛−1⋯𝑥1, 𝑌 = 𝑦𝑛⋯𝑦1
◼ 输出：𝑍 = 𝑋𝑌

◼ idea:

𝑋 = 𝑋1 × 10𝑛/2 + 𝑋2

𝑌 = 𝑌1 × 10𝑛/2 + 𝑌2
𝑍 = 𝑋𝑌 =

10

123

×321

123

246

369

39483

n2次乘法运算

𝑋1𝑌1 × 10𝑛 + 𝑋1𝑌2 + 𝑋2𝑌1 × 10𝑛/2 + 𝑋2𝑌2



乘法(2)

◼ 分别计算： 𝑋1𝑌1, 𝑋1𝑌2, 𝑋2𝑌1, 𝑋2𝑌2

◼ 乘法次数： 𝑇 𝑛 = 4𝑇
𝑛

2
, 𝑇 1 = 1

◼ 𝑇 𝑛 = 𝑛2…

◼ 计算： 𝑋1𝑌1, 𝑋2𝑌2,

11

(𝑋1 + 𝑋2)(𝑌1 + 𝑌2)

𝑋1𝑌2 + 𝑋2𝑌1 = 𝑋1 + 𝑋2 𝑌1 + 𝑌2 − 𝑋1𝑌1 − 𝑋2𝑌2



乘法(3)

◼ 乘法次数： 𝑇 𝑛 = 3𝑇
𝑛

2
, 𝑇 1 = 1

◼ 𝑇 𝑛 = 𝑛log2 3

◼ 总的时间复杂度：

𝑆 𝑛 = 3𝑆
𝑛

2
+ 𝑐𝑛

12

≈ 𝑛1.59

𝑆 𝑛 = 𝑂(𝑛log2 3)



乘法(4)

◼ 能否更快？

◼ 分成3段？

13

𝑋 = 𝑋2 × 102𝑛/3 + 𝑋1 × 10𝑛/3 + 𝑋0
𝑌 = 𝑌2 × 102𝑛/3 + 𝑌1 × 10𝑛/3 + 𝑌0
𝑍 = 𝑋𝑌
= 𝑋2𝑌2 × 104𝑛/3 + 𝑋1𝑌2 + 𝑋2𝑌1 × 10𝑛

+ 𝑋0𝑌2 + 𝑋1𝑌1 + 𝑋2𝑌0 × 102𝑛/3

+ 𝑋1𝑌0 + 𝑋0𝑌1 × 10𝑛/3 + 𝑋0𝑌0



乘法(5)

◼ 方案一：

14

𝑋 = 𝑋2 × 102𝑛/3 + 𝑋1 × 10𝑛/3 + 𝑋0
𝑌 = 𝑌2 × 102𝑛/3 + 𝑌1 × 10𝑛/3 + 𝑌0

计算𝑋2𝑌2, 𝑋1𝑌1, 𝑋0𝑌0, 

以及 𝑋2 + 𝑋1 𝑌2 + 𝑌1 , 𝑋1 + 𝑋0 𝑌1 + 𝑌0 ,
𝑋2 + 𝑋0 𝑌2 + 𝑌0

𝑇 𝑛 = 6𝑇(𝑛/3) + 𝑐𝑛 𝑇 𝑛 = 𝑂(𝑛log3 6)~𝑛1.631



方案二：
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乘法(6)

◼ 计算𝑋2𝑌2, 𝑋0𝑌0, 𝐴2𝐵2, 𝐴1𝐵1, 𝐴0𝐵0

◼ 𝑇 𝑛 = 5𝑇
𝑛

3
+ 𝑐𝑛

𝑇 𝑛 = 𝑂 𝑛log3 5 ~𝑛1.465

◼ 思考题：能否更快？

◼ 快速傅立叶变换(FFT)

◼ idea：看作f (z) g(z)，使用拉格朗日插值公式16



◼ f (z) = x0+ x1 z+…+ xnz
n

◼ g(z) = y0+ y1 z+…+ ynz
n

◼ h(z) = f (z) g(z),  h(10) or h(2)

◼ 令 N=2n+2，取α1, α2, …, αN

◼ 计算f (α1), …, f (αN), g(α1), …, g(αN)

◼ 计算 h(αi) = f (αi)g(αi)  (i = 1, 2, …, N)

◼ 计算h(z)

17



快速傅立叶变换(Fast Fourier 

Transform)

◼ 离散傅立叶变换(Discrete Fourier 

Transform)
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◼ 基于快速傅里叶变换

◼ 𝑂(𝑛 log 𝑛 log log 𝑛) (Schönhage and Strassen, 1971)

◼ 𝑂(𝑛 log 𝑛 2𝑂(log
∗ 𝑛)) (Fürer, 2007)

◼ 𝑂(𝑛 log 𝑛 8log
∗ 𝑛) (Harvey and Hoeven, 2016)

◼ 𝑂(𝑛 log 𝑛 4log
∗ 𝑛) (Harvey and Hoeven, 2019)

◼ 𝑂(𝑛 log 𝑛) (Harvey and Hoeven, 2021)

◼ log∗ 𝑛 ≜ min{𝑘: log log⋯ log 𝑛 ≤ 1}



矩阵乘法(1)

23



















=







































nnn

n

nnn

n

nnn

n

cc

c

ccc

bb

b

bbb

aa

a

aaa

1

21

11211

1

21

11211

1

21

11211



















njinjijiij bababac +++= 2211

O(n3)次乘法， O(n3)次加法



矩阵乘法(2)
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矩阵乘法(3)

◼ Strassen algorithm’69 𝑂(𝑛2.81)

◼ 𝑂 𝑛2.79 , 𝑂 𝑛2.55 , 𝑂(𝑛2.48) …

◼ Coppersmith–Winograd algorithm’89 

𝑂(𝑛2.376)

◼ Stothers’10 𝑂(𝑛2.374)

◼ Williams’11 𝑂(𝑛2.373)

◼ Le Gall’14 𝑂(𝑛2.3729)

◼ Alman, Williams’21 𝑂(𝑛2.3728596)
25



思考题

◼ 汉诺塔（Hanoi）

◼ 如果有4根柱子怎么办？

26

2𝑛 − 1



谢谢！


