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思考题

◼ 问题：能否只用→？（允许使用0，1）

◼ 可以！

◼ x → 0 = ¬ x

◼ (x → 0) → y = x ∨ y

◼ 问题：能否只用⊕？（允许使用0，1）

◼ 不能！只能写出 𝑥𝑖1
⊕ 𝑥𝑖2

⊕ ⋯ ⊕ 𝑥𝑖𝑘
⊕ 𝑐

◼ 方法1：数数

◼ 方法2：归纳证明除了恒等于0或1之外，取
值只能恰有一半0一半1 2



思考题

◼ n个变量的单调布尔函数有多少个？

◼ n=3: 20

◼ Dedekind number
     https://en.wikipedia.org/wiki/Dedekind_number

…

https://en.wikipedia.org/wiki/Dedekind_number


逻辑思维主要内容

◼ 逻辑学基础

◼ 布尔逻辑、真值表

◼ 合取范式、析取范式

◼ 谓词逻辑

◼ 公理系统

◼ 图灵机模型



谓词逻辑

◼ 全称量词∀ 和存在量词∃

◼ 每天都有24个小时。

◼ 存在一个素数不是奇数。

◼ “都不是”和“不都是”

◼ ∀ 𝑥 (¬𝑃 𝑥 )， ∃ 𝑥(¬𝑃 𝑥 )

◼ ∃ 𝑥 ¬𝑃 𝑥 = ¬(∀ 𝑥 𝑃 𝑥 )



谓词逻辑

◼ 量词的范围

◼ 任何一个自然数，要么它本身为偶数，要么
加1后为偶数。

◼ ∀𝑛 [Even 𝑛 ∨ Even 𝑛 + 1 ]，其中断言
Even 𝑛 表示 𝑛是偶数

◼ ∀𝑛 ∈ ℕ [Even 𝑛 ∨ Even 𝑛 + 1 ]

◼ 量词的顺序

◼ ∀ 𝑥, ∃ 𝑦 (𝑦 = 𝑥 + 1)

◼ ∃ 𝑦, ∀ 𝑥 (𝑦 = 𝑥 + 1)



◼ 布尔逻辑和谓词逻辑的更多性质

◼ 后续课程会学

◼ 以上已经学习的

◼ 逻辑学的基本知识点

◼ 什么是逻辑思维？



逻辑思维

◼ 存在无穷多个素数。

◼ 如何用数学语言描述？

))]( Prime()[( ,, mnmmn 

Euclid of Alexandria

Elements

)]1,()[( ,,, mpqqpnmqpmn →



怎么证明？

◼ 存在无穷多个素数。

◼ 方法一：

◼ 任意给定一个正整数n，我都可以找到一个
比n大的素数，……

◼ 方法二：欧几里得的证明方法

◼ 假如只有有限个素数，……，得出矛盾

))]( Prime()[( ,, mnmmn 

）（ ))]( Prime()[( ,, mnmmn →



逻辑思维

◼ 存在无穷多个素数。

◼ 假如只有有限个素数，……，得出矛盾

◼ 能自己想明白

◼ 能和别人说明白

))]( Prime()[( ,, mnmmn 

）（ ))]( Prime()[( ,, mnmmn →



◼ 对n >2，丢潘图方程 xn + yn  = zn 不存在非
平凡解。

])2()0[( ,,, nnn cbanabcncba +→



课后思考

◼ 存在无穷多对孪生素数。

◼ 对任何一个正整数n，如果是奇数则乘3

加1，如果是偶数则除2，重复此过程，
最终将得到1。



3n + 1猜想

◼ 6 → 3 → 10 → 5 → 16 → 8 → 4 → 2 
→1 

◼ 15 → 46 → 23 → 70 → 35 → 106 → 
53 →170 → 85 → 256 → 128 → 64 
→32 → 16 → 8 → 4 → 2 → 1

◼ Solve it!!



◼ 四色定理：任何平面图都可以被四着色
，使得任何两个相邻的顶点不同色。

◼ 可满足性问题(SAT)：给定布尔公式φ，
是否存在一种赋值，使得这个公式为真

}4,3,2,1{:),,( →= VcEVG平面图 )]()([,),( vcucEvu 

∃𝐴: {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} → {0,1}, [𝜙(𝐴(𝑥1), . . . , 𝐴(𝑥𝑛)) = 1]

(¬ x1∨¬x2∨x3)∧(x1∨¬x4∨¬x6)∧(x2∨x4∨¬x8)∧…



练习：皮埃诺公理之一

◼ 每个自然数有后继数，这个后继数也是
自然数

◼ succ(n)表示n的后继数，如果n没有后继数
，那么定义succ(n)=∅

◼ ℕ表示自然数的集合
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https://course.things.ac.cn:10088/questions/?title=测验


课后思考

◼ 连续函数的定义

◼ 仅考虑一元实函数：

◼ 答案请见微积分课本

𝑓: [−1,1] → 𝑅



课后思考

◼ 连续函数的介值性

◼ f是[0,1]上的连续函数，若f(0)=A，f(1)=B
，且A≠B。则对A、B之间的任意实数C，在
开区间(0,1)上至少有一点c，使f(c)=C

◼ 直观理解

◼ 如何严格证明？

◼ 积分的直观概念 VS 积分的定义



逻辑思维

◼ 能自己想明白

◼ 能和别人说明白



公理系统

◼ 公理系统：

◼ 由若干个命题组成

◼ 完备性，一致性（相容性），独立性

◼ 完备性：任何命题都可由此公理系统经有限
步推定真伪；

◼ 一致性：不能从公理系统导出矛盾

◼ 独立性：所有公理都是互相独立的，使公理
系统尽可能的简洁



布尔逻辑

◼ 真和可以被证明是一回事

◼ 布尔逻辑的公理系统（某一种表示）

)( ABA →→

))()(())(( CABACBA →→→→→→

)())()(( ABBA →→→



欧几里德几何

◼ 公设1：任意一点到另外任意一点可以画直线

◼ 公设2：一条有限线段可以继续延长

◼ 公设3：以任意点为心及任意的距离可以画圆

◼ 公设4：凡直角都彼此相等

◼ 公设5：同平面内一条直线和另外两条直线相交，
若在某一侧的两个内角和小于二直角的和，则这二
直线经无限延长后在这一侧相交。

◼ 非欧几何

◼ 欧式几何的公理体系：希尔伯特公理系统，具
有完备性和一致性

◼ 真和可以被证明是一回事

罗巴切夫斯基

通过一个不在直线上的点，有且仅有一条
不与该直线相交的直线。（平行公设）



其他公理系统呢？

◼ 给定一个公理系统，是否总是可以通过
这个公理系统来证明每一个命题是否为
真？

◼ NO，Godel不完备性定理



Godel不完备性定理

◼ 定理一：任意一个包含初等数
论的数学系统，都不可能同时
拥有完备性和一致性。即存在
一个真命题，它在这个系统中
不能被证明。

◼ 定理二：任意一个包含初等数
论的系统S，当S无矛盾时，它
的无矛盾性不可能在S内证明。

Kurt Godel
1906-1978

真和可以被证明是两件事情!!



Godel不完备性定理

◼ 证明思想

◼ 对角线法

◼ 类似停机问题不可判定的证明（下节课会学
到）



逻辑思维

◼ 能自己想明白

◼ 能和别人说明白

◼ 公理化

◼ 真和能被证明是两件事情

◼ 可证的一定是真的（假设有一致性），但真
的不一定可证



机器证明

◼ 笛卡尔

◼ 一切问题都可以化为数学问题，一切数学问
题都可以化为代数问题，一切代数问题都可
以化为代数方程的求解问题。

◼ 希尔伯特（公理系统的机械化判定问题）

◼ 给定一个公理系统，是否存在一种机械的方
法（即现在所谓的算法），可以验证每一个
命题是否为真？

NO！

Godel不完备性定理



特定问题的机器证明

◼ 四色定理

◼ 开普勒猜想

◼ 几何定理机器证明

◼ 吴文俊，吴方法



◼ 四色定理

◼ Appel and Haken，1976

28



证明思路

◼ 反证：考虑一个极小的不能四染色的图
，首先证明这个图一定不包含以下结构

◼ 反证，如果这个图包含以下结构

可以四染色







32



特定问题的机器证明

◼ 基于机器学习方法

• 用大语言模型求解
数学问题

• 23年12月发表于
Nature

• 在ℤ3
𝑛里面找一个

尽量大的集合，其
中没有任何三个向
量的和为0

• 𝑛 = 8, 496 → 512



逻辑思维主要内容

◼ 逻辑学基础

◼ 布尔逻辑、真值表

◼ 合取范式、析取范式

◼ 谓词逻辑

◼ 公理系统

◼ 图灵机模型

◼ 思考题：猜帽子游戏



思考题

◼ 问题：n名同学围成一圈，每个人随机的分配一

顶红色或者蓝色的帽子，要求所有人同时猜出自
己帽子的颜色。请设计一种策略，使得同时猜对
的概率最高。
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谢谢！
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