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思考题

◼ 问题：n名同学围成一圈，每个人随机的分配一

顶红色或者蓝色的帽子，要求所有人同时猜出自
己帽子的颜色。请设计一种策略，使得同时猜对
的概率最高。

假设𝒙𝒊 = 𝟏表示
第i个人带红帽子，
=0表示第i个人带
蓝帽子
x1⊕x2⊕…⊕xn=0
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逻辑思维主要内容

◼ 逻辑学基础

◼ 布尔逻辑、真值表

◼ 合取范式、析取范式

◼ 谓词逻辑

◼ 公理系统、机器证明

◼ 图灵机模型



自动售卖机
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待机

可乐

百事

5￥

可乐

百事
5￥

5￥

10￥

10￥

找零

可乐/百事

DFA：确定性有穷自动机



图灵机(Turing Machine)

Tape 

head 

...an unlimited memory capacity obtained in the form of an infinite tape marked out into 

squares, on each of which a symbol could be printed. At any moment there is one symbol in 

the machine; it is called the scanned symbol. The machine can alter the scanned symbol and 

its behavior is in part determined by that symbol, but the symbols on the tape elsewhere do not 

affect the behavior of the machine. However, the tape can be moved back and forth through 

the machine, this being one of the elementary operations of the machine. Any symbol on the 

tape may therefore eventually have an innings. (by Turing 1948)

state 

table 



例1

◼ 输入：11010011…111，判断有奇数还是
偶数个1。

6

1 1 0 1 …………. B BB

q0 q1

1

1

0 0

even oddB B



图灵机

◼ 图灵机是一个七元组，{Q，Σ，Γ，δ， q0, 

qaccept, qreject}，其中 Q，Σ，Γ 都是有限集合，

◼ 状态集合Q；

◼ 输入字母表Σ ；

◼ 带字母表Γ，其中 B∈Γ ；

◼ 转移函数: δ：Q× Γ → Q× Γ ×{→, ←}

◼ 起始状态 q0∈Q；

◼ 接受状态qaccept；

◼ 拒绝状态qreject。
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例2

◼ 输入：111…11000…00，判断1和0的个
数是否相等？
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q0 q1

1/1, →

1/#, →

q2

0/$, ←

1/1, ←

$/$, →

$/$, ←

#/#, →

q3

$/$, →

N

B/B, →

Y
B/B, →

0/0, →

$/$, →

0/0, →



◼ 转移规则：

◼ (q0,1)→(q1,#, R), (q0,$)→(q3,$, R), (q0,0) 

→(qreject,0, R)

◼ (q1,1)→(q1,1, R), (q1,$)→(q1,$, R), (q1,0)→ 

(q2,$, L), (q1,B)→ (qreject,B, R)

◼ (q2,1)→(q2,1, L), (q2,$)→(q2,$, L), (q2,#)→ 

(q0,#, R)

◼ (q3,$)→(q2,$, R), (q3,0)→(qreject,0, R), 

(q3,B)→(qaccept,B, R) 10



改进思路

◼ 用图灵机判断 1n0n ，需要大约2𝑛2次状态转
移，是否能够做的更快？

◼ 方案一：每次匹配最中间的1和0

◼ 后期要走的步数很多，最终步数差不多

◼ 方案二：增加纸带字符数，每次多匹配几个

◼ 111 → #$%

◼ 最终步数≈ 𝑐𝑛2

◼ 方案三：二分法，每次匹配一半的1

11



q3

q0

q1 q2

q4 q5 q6

q7

N

Y

N

1/1, →

1/#, →

0/#, →

0/0, →

0/0, →

0/#, →

0/#, →
0/#, →

1/#, →

B/B, →

B/B, →

B/B, →
B/B, →

B/B, ← 

B/B, →

0/#, →

#/#, →

#/#, →

#/#, →

#/#, →

N

#/#, ←

1/1, ←

0/0, ←

#/#, →

#/#, →

#/#, →

B/B, ←

B/B, →
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改进策略

◼ 需要的状态转移数：≈ 2𝑛log 2𝑛

◼ 缺点：对输入1𝑎0𝑏

◼ 之前方案不仅可以判断𝑎是否等于𝑏，在不相
等的时候也能判断𝑎 > 𝑏还是𝑎 < 𝑏

◼ 改进方案只能判断𝑎是否等于𝑏，不能判断
𝑎, 𝑏的大小关系
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思考题

◼ 用图灵机判断输入是否形如0𝑎1𝑏2𝑎×𝑏

？

14



图灵机模型

◼ 这是一个用于计算问题的数学模型

◼ 核心：状态转移函数

◼ 注意：状态集合是有限的！

◼ 图灵机模型的计算能力

◼ 哪些问题能用图灵机解决？

15



◼ Alonzo Church & Alan Turing:

Church-Turing Hypothesis:

Any reasonable attempt to model mathematically 
computer algorithms and their performance is 

bound to end up with a model of computation and 
associated time cost that is equivalent to Turing 

machines within a polynomial.

16

Alan Turing
1912-1954
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图灵机模型

◼ 图灵机模型的计算能力

◼ 有没有图灵机计算不了的问题？

◼ 停机问题：给定一个图灵机M和一个输
入字符串x，判定M在x这个输入上是否
能停机？

◼ 没有图灵机能解决这个问题！
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停机 VS 不停机
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q0 q1

Y N

B/B, →B/B, →
1/1, → 1/1, →0/0, →

0/0, ←

输入00：不停机

输入01：停机，拒绝

输入10：停机，接受



停机问题

◼ 图灵机M
◼ 可以用七元组表达
◼ 可以用有限的二进制串表达
◼ 所有的图灵机是可数集合

◼ 输入串x
◼ 有限的二进制串
◼ 所有的输入串也是可数集合

◼ 假设有图灵机H能判定停机问题，即
◼ H(M,x)=1，如果图灵机M在输入串x下能停机
◼ H(M,x)=0，如果图灵机M在输入串x下不能停机

20



停机问题

◼ 第i行第j列
◼ 二进制编码为i
的图灵机M

◼ 二进制编码为j
的输入x

◼ M在x上会停机
，则写1；否则
写0

◼ 如果i对应的图
灵机不合法，
默认写1

21

1 2 3 4 5 6 7 8 9 …

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 …

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 …

3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 …

4 0 0 1 1 1 1 1 1 0 …

5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 …

6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 …

7 1 1 0 0 1 1 1 1 1 …

… . . . . . . . . . .

图灵机H就是在
计算这张表



停机问题

◼ 利用图灵机H来定义图灵机G

◼ 对任何输入i，

◼ 如果H(i,i) =0 (图灵机i在输入串i上不会停机
), 则停机.

◼ 否则无限循环，即不停机



停机问题

◼ 定义图灵机G
◼ 对任何输入i，

◼ 如果H(i,i) =0, 则停机.

◼ 否则无限循环，即不停机

◼ 考察G(G)
◼ 假设图灵机G在输入字符串G下停机

◼ H(G,G)=1，即第G行第G列填的数是1

◼ 由图灵机G的定义，应该无限循环，即图灵机G
在输入字符串G下不停机，矛盾



停机问题

◼ 定义图灵机G
◼ 对任何输入i，

◼ 如果H(i,i) =0, 则停机.

◼ 否则无限循环，即不停机

◼ 考察G(G)
◼ 假设图灵机G在输入字符串G下不停机

◼ H(G,G)=0，即第G行第G列填的数是0

◼ 由图灵机G的定义，应该停机，即图灵机G在输
入字符串G下停机，矛盾



停机问题

◼ 定义图灵机G

◼ 对任何输入i，

◼ 如果H(i,i) =0, 则停机.

◼ 否则无限循环，即不停机

◼ 考察G(G)

◼ G(G)无论停机还是不停机都会导出矛盾

◼ 因此前提假设不对，即

◼ H不存在：停机问题不可判定



摘自《程序员的数学》

◼ 学生：嗯……存在编程解决不了的问题，那就是说计算
机的功能有限吧？换作人类的话，就能超越这种极限
吧。

◼ 老师：不能单纯地这样认为。如果能将人类的能力形
式化，那么通过相同的论证法，就能证明存在人类也
解不出的问题。

◼ 学生：将人类的能力形式化是根本做不到的吧！

◼ 老师：如果这样的话，就无法展开逻辑的讨论，因此
既不能证明人类的能力，也不能反证它。

◼ 学生：这是什么意思呢？

◼ 老师：意思就是这个问题不属于数学讨论的范畴。



你觉得呢？

◼ 你觉得人类的计算能力能超越图灵机吗
？
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https://course.things.ac.cn:10088/questions/?title=测验


总结

◼ 逻辑学基础

◼ 布尔逻辑、真值表

◼ 合取范式、析取范式

◼ 谓词逻辑

◼ 公理系统

◼ 图灵机模型

◼ 思考题

◼ 用图灵机如何判断输入是否形如0𝑎1𝑏2𝑎×𝑏？

◼ S先生和P先生



思考题：S先生和P先生

◼ Mr. S, Mr. P都具有足够的推理能力。约翰教
授写了两个整数M和N (3≤M,N≤100)，并把
M+N的值告诉了S先生，把M*N的值告诉了P先
生。约翰教授问S先生和P先生:“你们能从已
知的信息确定M和N的值吗？”

 S先生:” 我知道你不知道，我也不知道。”

 P先生:“现在我知道了。”

 S先生:“我也知道了。”

 请问，M和N是哪两个数？
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谢谢！
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